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1 Introducao

Em 1900, o matematico David Hilbert publicou uma lista de 23 problemas nao-
resolvidos que ele considerava importantes para o desenvolvimento da matematica no
século XX. Boa parte desses problemas foram respondidos com um sélido "sim"ou "nao",
mas a resposta para o primeiro deles nao foi tdo precisa. A solucao para a Hipotese
do Continuo, iniciada por Godel em 1940 e terminada por Cohen em 1963, é que ela é
independente dos axiomas ZFC da teoria de conjuntos: mais precisamente, se os axiomas
ZFC sao consistentes, entao ZFC é consistente tanto com a Hipdétese do Continuo quanto
com a sua negagao. Desde entdo, tanto a metodologia de modelos internos de Godel
quanto o forcing de Cohen fornecem uma nova maneira de atacar problemas, tanto na

teoria de conjuntos pura quanto em outras areas da matematica.

Além da sua utilidade na teoria de conjuntos, esses resultados ensinam uma li¢do mais
ampla sobre os beneficios de métodos construtivos. Para provarmos que um conjunto I' de
férmulas é consistente sintaticamente, é necessario provar um negativo: que, dentre todas
as dedugoes que podemos fazer a partir de I', nenhuma leva a uma contradi¢ao. Contudo,
para provar que esse mesmo [ é consistente semanticamente, basta mostrar que I' possui
um modelo. Assim, métodos semanticos permitem que falemos algo sobre afirmacoes que
nao sao dedutiveis a partir dos nossos axiomas, como o axioma da escolha ou o teorema da
boa-ordem, ou afirmagoes que ainda nao foram resolvidas pela comunidade matematica,
como a conjectura de Goldbach ou dos primos gémeos. Métodos computacionais, que
verificam afirmacoes de forma “todo X tem propriedade P” percorrendo o dominio de
X, e provas por (contra)exemplo, que verificam afirmagoes de forma “existe um X com
propriedade P” apresentando um elemento do dominio de X com propriedade P, sao
exemplos de abordagens seméanticas: elas ndo se preocupam com a teoria, mas sim com

modelos dela.

Esse relatorio busca resumir os tépicos estudados na minha IC, que buscava fazer uma
introducao ao forcing. Além das razoes acima, provas via forcing muitas vezes sao dificeis
de entender e, portanto, de revisar para fins académicos: daremos enfoque especial nas
limitagoes do forcing para criar intuicao sobre os problemas que sao resolviveis por ele e

os problemas que nao sao.



2 Semantica e sintaxe

2.1 Introducao

Para elucidar essas duas polaridades da matematica, pode ser 1util considerar um
exemplo.
Na algebra abstrata, um grupo é um conjunto G e uma operacao - que respeita os

seguintes axiomas:

« A operagdo é fechada em G: Va,b € G(a-b € G)
» A operagao é associativa: Va,b,c € G((a-b)-c=a-(b-c))
» Existe um elemento identidade: Je € GVa € G(a-e =¢e-a = a)

« Todo elemento tem um inverso: Va3b(a-b="b-a =e)

Boa parte da teoria de grupos consiste na manipulacao desses axiomas, ou na inclusao
de novos axiomas para criar definigdes mais especificas (um grupo finito tem G finito,
um grupo abeliano tem comutatividade, etc). E as técnicas de manipulacao que estao a
dispor do matematico — toda a gama de técnicas de prova como contraposicao, inducgao,
etc — sdo extremamente fortes. De fato, elas sao tao fortes que seria possivel ensinar teoria
de grupos s6 fazendo essas manipulagoes puramente sintaticas, sem nunca considerar os
objetos de estudo da teoria: os grupos.

Contudo, é 6bvio que grupos especificos sao importantes. Em primeiro plano, a criacao
do formalismo algébrico foi motivada pelo estudo de grupos: de objetos matematicos
como os numeros inteiros, ou simetrias na geometria. Nenhum curso de teoria de grupos
¢ puramente sintatico, pois trazer exemplos conhecidos justifica defini¢oes e ilustra as
consequéncias de teoremas em estruturas reais. Em segundo plano, resultados como
teoremas de classificacdo sao semanticos: eles nos dizem, por exemplo, "o conjunto de
objetos que respeita os axiomas de grupo abeliano finito é dividido nessas categorias".

Essas duas polaridades - por um lado, férmulas l6gicas que descrevem certas proprie-
dades e, pelo outro, os objetos matematicos que satisfazem essas propriedades - sdo o que
chamamos de "sintaxe'e "semantica', respectivamente. Nessa secao, estabeleceremos al-
guns resultados da teoria de modelos, que busca fazer uma ponte entre teorias (conjuntos

de férmulas légicas) e modelos (objetos que satisfazem essas formulas).
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2.2 Linguagens e féormulas

Definigao (Linguagem). Uma linguagem £ é um conjunto de simbolos. Esses simbolos
sao divididos em simbolos logicos e simbolos nao-l6gicos. Os simbolos nao-légicos de £

sao chamados de sua assinatura.

A linguagem possui os simbolos a partir dos quais podemos escrever formulas. Esses
simbolos sdo os simbolos que apareceriam em qualquer formula légica de primeira ordem

n

(conectivos como "—'"e "V'; quantificadores como "V'; varidveis "z", "y", "v", "w"; a relacao

de igualdade "="; e parentéses '(", ")"para pontuacao) e a assinatura, os simbolos que
carregam algum significado especifico para aquela teoria. Esses simbolos sdao divididos

em trés categorias:
Definigao (Assinatura). A assinatura de uma linguagem £ é dividida em trés categorias:

e Simbolos de constante: simbolos como ¢ que dao nome a objetos da teoria. Por

exemplo, o simbolo "0"denotando o elemento neutro aditivo na aritmética.

o Simbolos de relacao: simbolos como R que dao nome a relagoes n-arias entre
objetos da teoria. Por exemplo o simbolo "<'em "a < b'denotando a relacao de
menor-que na aritmética, ou o simbolo "€'em "a € b"denotando a relagdo de per-

tencimento na teoria de conjuntos.

« Simbolos de funcgao: simbolos como f que sao nome a fungoes n-arias de objetos
da teoria para um outro objeto da teoria. Por exemplo, o simbolo "+"em "a +

b"denotando a funcao de adi¢do na aritmética.

Tendo em maos esses simbolos, podemos construir L-férmulas: férmulas logicas na

linguagem L. Contudo, antes precisamos definir £-termos:

Defini¢ao (L-termos). O conjunto de termos de uma linguagem L é definido recursiva-

mente:
e Caso base: Todo simbolo de constante ¢ e varidvel x é um L-termo.

e Passo recursivo: Se f é um simbolo de funcao n-ario e t1, ... t, sao L-termos,

entao f(tq, ... t,) é um L-termo.

Intuitivamente, termos denotam objetos da teoria. Eles nao sao verdadeiros ou fal-
sos: para obter formulas que podem possuir um valor de verdade, precisamos dizer algo

especifico sobre relacoes entre esses termos. Para isso, construimos L£-férmulas:
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Definigao (£-férmulas). O conjunto de férmulas bem-formadas de uma linguagem L é

definido recursivamente.

o Caso base: Se R é um simbolo de relagao n-ario e ty, ... t, sdo L-termos, entao
R(ty, ... t,) é uma L-formula. Se ¢y, to sao L-termos, entdo t; = t5 também é uma

L-férmula. Férmulas desse tipo sdo chamadas de férmulas atomicas.

e Passo recursivo: Se ¢ e 1 sdo L-férmulas, entao também sao:

— (@) V (V)
)
— Va(¢)

Caso seja desejavel usar outros conectivos proposicionais como A ou —, ou o quan-
tificador existencial 4, podemos defini-los a partir dos conectivos e quantificador que ja
temos. E til para provas e definicées minimizar a quantidade de conectivos 16gicos na
nossa linguagem. Para deixar a notacao mais sucinta, também omitiremos parénteses em
situagoes onde a ordem de operacoes ¢é clara.

Essa defini¢do permite que criemos uma hierarquia clara entre L-férmulas. Se ¢ e
¢ sdo ambas L-féormulas, dizemos que ¢ é subférmula de v se é possivel construir ¥ a
partir de ¢ apds zero ou mais aplicagoes do passo recursivo. Como exemplo, considere a
seguinte féormula:

¢ ="Vy((~(yxy=0))V(y=0))"

Suas subférmulas sao:

as formulas atomicas ¢; ="y xy=0"e ¢ ="y =0"

a formula ¢3 = "—(y x y = 0)”, obtida por aplicacdo do passo recursivo em ¢

a formula ¢4 = "(=(y x y = 0)) V (y = 0)”, obtida a partir de aplicagdo do passo

recursivo em ¢, e ¢s

a propria ¢ = "Vy((-(y xy = 0)) V (y = 0))”, obtida a partir de aplicacao do passo

recursivo em ¢y

Temos, entao, L-férmulas. Mas essas formulas ainda nao sao passiveis de valores de
verdade. O problema agora sao as variaveis: uma féormula da aritmética como x < y é
bem-formada, mas s6 podemos dizer se ela é verdadeira ou falsa se nos for dito exatamente
quem é x e quem é y. Para resolver isso de forma puramente sintatica, definimos L-

sentencas:



Definigao (L-sentengas). Uma L-sentenga é uma L-férmula sem variaveis livres.
Dizemos que uma varidvel = esta livre se ela aparece num L-termo que nao esta contido
numa férmula ou subférmula de formato Vz (1)), isto é, se a varidvel nao estd no escopo

de um quantificador.

Por clareza, se vy, ... v, sdo varidveis, denotamos por ¥ (vq, ... v,) uma L-férmula v
onde nenhuma variavel além de vy, ... v, ocorre livre. Note que isso nao significa que

todas essas variaveis estao livres, s6 que elas podem estar.

2.3 Interpretacoes

Com a nocao de L-sentenca, chegamos em expressoes da nossa linguagem que sao pas-
siveis de receberem valores verdade. A formula Jz3y—(z = y), por exemplo, é verdadeira
quando existem dois objetos diferentes. Contudo, ela ¢é falsa quando s6 existe um objeto.
Como podemos dar valores verdade para uma sentenca? Para fazer isso, precisamos fazer
uma ponte entre a sintaxe com a qual viemos lidando e a semantica.

A intuicdo é que introduziremos a no¢ao de uma estrutura de uma linguagem: um
universo matematico que possui dentro de si os elementos, relacoes e fungoes pras quais a
linguagem da nome. Podemos entao interpretar os nomes da linguagem como sendo esses
objetos no universo matematico, e verificar se alguma sentenca é verdadeira avaliando o

nosso universo matematico.
Defini¢ao (Estrutura). Uma estrutura M numa linguagem L consiste em:
e um conjunto de elementos M que chamamos de dominio
« para todo simbolo de constante ¢, uma interpretacio ¢, que é um elemento de M

« para todo simbolo de relacdo n-ario R, uma interpretacio R, que é uma relacio
definida pelas n-uplas em RM C M™

« para todo simbolo de funcdo n-drio f, uma interpretacio f™, que é uma funcio
MM — M

Em esséncia, a estrutura possui internalizada os objetos reais que os simbolos da
assinatura de £ denotam.
Podemos agora tentar definir o que significa uma L-sentenca ser verdadeira numa

estrutura. Contudo, veremos que s6 o que temos até agora nao é suficiente.

Defini¢ao (Uma tentativa de definir verdade seméantica). Dizemos que um a sentenga
1 é verdadeira na estrutura M (simbdlicamente M = 1) através da seguinte defini¢ao

recursiva:



o Se v é atomica de forma t; = t,, entdo M = 9 se e s6 se 1 é o mesmo elemento

que 1.
 Se 1 é atomica de forma R(t; ...t,), entdo M =1 se e s6 se (t...tM) € RM
e Se 1 é de forma ¢, V ¢q, entdo M = 1) se e 86 se M |= ¢ ou M = ¢.
e Se 1 é de forma —¢, entdo M |= 1 se e s6 se M ¥ ¢.

Contudo, chegamos num problema com quantificagao. O problema é simples: se ¢ é
de forma Vz ¢ e usarmos a mesma abordagem, de condicionar a verdade de 1) na verdade
da subférmula ¢, entao terlamos que assumir que ¢ é uma sentenca. Mas entao ¢ nao
teria um z livre para o qual o nosso quantificador Va aponta: s6 poderiamos verificar a
verdade de sentengas como "V (1 =1)", onde a quantificacao é vazia.

Existem algumas solugoes para esse problema, que definem seméanticas diferentes.
Aqui, usaremos a semantica de Tarski, que é baseada em atribuicoes de variaveis. Em
esséncia, a semantica de Tarski permite que férmulas com variaveis livres ¢(v; ... v,) =
¢(?v) recebam uma atribuicdo de variavel, uma fungdo s: Var — M (do conjunto de
varidveis da linguagem Var ao dominio M).

Com isso, podemos escrever a nossa semantica completa:
Defini¢ao (Interpretagdes de L-termos). Definimos a interpretacido para qualquer L-
termo recursivamente.

« Set é um simbolo de constante ¢, t™ é ¢M.

« Set é um simbolo de varidvel v, s é uma atribugao de varidvel e m ¢ s(v), t" é m.

o Set édeforma f(t;...t,) para um simbolo de funcio n-ario f, t™ & fM(tM ..M.

Definigao (Satisfatibilidade). Dizemos que uma estrutura (ou, nesse contexto, um mo-
delo) M ¢ uma atribui¢do de varidveis s satisfaz ou modela uma férmula (%) nos

seguintes casos:

o Se (i) é atdmica de forma t; = t, entdo M, s = ¥ (¥) se e s6 se 11 é 0 mesmo

elemento de M que 1.

o« Se (%) é atomica de forma R(t; ...t,), entdo M, s |= 1 (3) se e s6 se (tM...tM) €
R./\/l

e Se ¥(y) é de forma ¢1(¥) V ¢2(¥), entdo M, s = 1(¥) se e 86 se M, s = ¢1(¥) ou
M7 S ): ¢2<g)

e Se () é de forma —¢(y), entdo M, s = ¥(Y) se e s6 se M, s ¥ ¢(¥).
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« Se Y(y) é de forma Vz¢(x,y), entdo M, s = (y) se e sé6 se M, r = ¢(z,7),
para toda atribuicdo de variaveis r que concorda com s em todas as

varidveis menos z.

Uma notagdo comum sé substitui as varidveis na féormula aberta por elementos do
dominio: ao invés de M, s = ¢(%), podemos escrever M = @[], onde i é a imagem de
i/ sobre s. Por exemplo,

"'Se ¢ (y) é de forma Vz¢(z,y), entdo M = [ni] se e s6 se M = ¢[n, ], para todo
neM.'

Por fim, podemos definir consequéncia, uma nocao légica fundamental:

Defini¢cao (Consequéncia semantica). Dizemos que a sentencga ¢ é consequéncia se-
méantica de um conjunto de sentengas I', simbélicamente (com algum abuso de notagao)
I' = ¢, se, para todo modelo M tal que M =T, temos que M = ¢.

2.4 Completude

Embora tenhamos descrito a nossa semantica extensivamente, nao iremos adentrar
a fundo em nenhum sistema dedutivo especifico. Seguindo Marker (1), definimos nosso

sistema dedutivo assim:

Defini¢ao (Consequéncia sintética). Uma dedugao de ¢ a partir de I' é uma sequéncia
de sentencas 11, ..., ¥, tal que ¥, = ¢ e, para todo 1;, ou ¥; € I' ou é possivel obter 1; a
partir de 11, ...,%;_1 por meio de alguma das regras de inferéncia logica.

Se essa dedugao existe, entao dizemos que ¢ é uma consequéncia sintatica de I' e

escrevemos [' F ¢.

O ponto que precisaria ser aprofundado num texto de teoria de prova sao as "regras
de inferéncia logicas": quais os movimentos que sao permitidos para ir de uma sentenca
a outra, ou quais os axiomas logicos que podemos inferir a partir de nada. Por ora, s6

precisamos saber as seguintes coisas sobre deducoes:
o Dedugoes sao finitas.
« E possivel construir um sistema dedutivo que é sélido: se I' F ¢, entao I' = ¢.

O converso da solidez, completude, é um resultado famoso de Gédel para a légica de

primeira ordem, que nao demonstraremos aqui:
Teorema (Teorema da Completude). Se I' = ¢, entao I' F ¢.

A partir de consequéncia, conseguimos definir varias propriedades logicas comuns:



o Uma sentenca ¢ é uma tautologia se () - ¢.

e Um conjunto de sentencas [' é consistente se I' ¥ 1, onde L é uma contradicao
logica (e.g. ¥ A —).

Uma vantagem da completude é que as duas defini¢oes de consequéncia quantificam de
formas opostas: a semantica requer que algo valha para todo modelo, enquanto a sintatica
sO requer que algo valha para alguma dedugao. Assim, se desejamos demonstrar que algo
é uma tautologia, podemos evitar raciocinio infinitario optando pelo caminho sintatico
(s6 precisamos apresentar uma dedugao de ¢ a partir de (), nao verificar que M |= ¢ para
todo M). Contudo, o contrario também pode valer: no caso de consisténcia, evitamos o
raciocinio infinitério optando pelo caminho seméntico (basta apresentar algum modelo M
tal que M =T, enquanto sintaxe requer que toda deducao a partir de I' ndo deduza ). E
essa definigdo semantica de consisténcia, chamada de satisfatibilidade (I" é satisfativel
se existe um modelo M tal que M = I') que é usada nas "provas de consisténcia'do

forcing.

2.5 Teoria de Modelos

Aqui seguem alguns resultados elementares da teoria de modelos, via Marker (1).
Um corolario trivial de completude é compacidade. Dizemos que um conjunto de

sentencas I' é finitamente satisfativel se qualquer subconjunto finito de I' é satisfativel.

Teorema (Teorema da Compacidade). Se I' ¢ finitamente satisfativel, entao I' é satisfa-

tivel.

Demonstracao. Suponha que I' é finitamente satisfativel mas I' nao é satisfativel. Entao,
por completude e usando a definigao de consisténcia (sintética), existe alguma demonstra-
¢ao a partir de I' que leva a uma contradi¢cao. Mas essa demonstragao é finita, e portanto
s6 usa um subconjunto finito I'y de sentencas de I'. Assim, essa mesma demonstracao
¢ uma demonstragao de uma contradi¢do a partir de I'y finito, contradizendo a hipdtese

que todo subconjunto finito de I' é satisfativel. O]

Esse resultado ja permite que alguns modelos problematicos sejam criados: por exem-
plo, é possivel provar a existéncia de modelos que seguem os axiomas para corpos ordena-
dos (e.g. os racionais ou os reais) mas que possuem infinitésimos, elementos infinitamente
pequenos. Para a teoria de conjuntos, contudo, os teoremas mais preocupantes sao outros.

Para chegar neles, definiremos algumas relagoes entre estruturas:



Defini¢ao (Imersao de estruturas). Se M e N sdo L-estruturas, ® : M — N é uma L-
imersao de M em N se ela é injetora e conserva a interpretagao de constantes, fungoes

e relagoes:
e O(cM) =V, para todo simbolo de constante ¢

o O(fM(my,...,my)) = N(®(my), ..., ®(m,)), para todo simbolo de funcio n-ario f
em; €M

o (my,....,my) € RMsees6se (®(my),..., ®(m,)) € RN, para todo simbolo de relacio

n-ario Re m; € M

Uma L-imersao bijetora ¢ um L-isomorfismo de estruturas. Se M C N e a funcao
inclusdo de M em N é uma L-imersao, entdo M é uma subestrutura de N.

No caso de subestruturas, essencialmente s6 é necessario que o dominio M seja fe-
chado sob as interpretagoes das fungdes em N (restritas a M) e que ele contenha as
interpretacoes das constantes em N.

Uma propriedade relacionada entre estruturas seria o que chamamos de equivaléncia
elementar: dizemos que M é elementarmente equivalente a N, ou M = N, quando
M ¢ seesése N ¢, tal que ¢ é L-sentenga. Acontece que isomorfismo implica em

equivaléncia elementar:
Teorema. Se ® : M — N é um (L£)-isomorfismo, M = N

A prova desse teorema da uma ideia de como a maioria das provas em teoria de

modelos sao feitas, via indugao na complexidade de férmulas.

Demonstracio. Comegamos fazendo indugao nos termos. Seja t um termoe s : Var — M

for uma atribuicao de variaveis tal que s(v;) = m,.

o Se t for algum sfmbolo de constante ¢, ®(tM[m]) = d(cMm]) = N®(m)] =
tN[@[r7]].

o Se t for uma variavel v;, ®(tM[m]) = d(vM[M]) = &(m;) = vV [®(m)] = tV[B(7)]

(2

» Set for de forma f(F), ®(tM[m]) = @(fFM ([ [m])) = fN(@(F[0i])) = f(#V[@()]) =

N[ ()]

Assim, por inducdo na complexidade de termos, temos que ®(tM[1]) = tV[®(m)] para
todo termo t.

Fazemos uma indugao andloga na complexidade de féormulas. Seja «(?) uma féormula:
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e Se a(7) é de forma t; = t,, entéio
M = a[ni]
o t11m] = ' [m)]
< O(tM[m]) = @(#1[m]) (inverso vale pois ® ¢ injetora)
& 0 [@(m)] = 5 [@()]
& N al®(m)]
e Se a(?) é de forma R(t), entdo
M |= alm]
& tM[m] € RM
& (M) € RV
« tV[®(m)] € RV
= N = a[d(m)]

Assim, as férmulas atomicas estdo resolvidas. Como passo indutivo, resolvemos os co-

nectivos l6gicos. Suponha por indugao que, para as formulas de menor complexidade S,

temos que M | f[ni] < N = 8[®(m)]:
e Seca é de forma =4, entdo
M = ani]
& M E B[m)
< NF B[2(m)]
© N = al@(m)]
e Se « é de forma [3; V (5, entao
M = ani]
< M= Bi[m] ou M |= Bo[m]
= N Bi1[@(m)] ou N = By ()]
< N = a[0(n)]
« Se a(5) é de forma Yz 3(7, 2), entdo
M = ani]
<~ M = B[m,n| para todo n € M
< N | B[®@(m), P(n)] para todo ®(n) € N (pois ® é sobrejetora)
< N = a[®(n)]
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]

Como vimos na prova, no caso de isomorfismo podemos até ir um pouco além: se ®
é isomorfismo, ¢(vy, ..., vx) é L-férmula e m; € M, temos que M = ¢[my, ..., my] se e s6
se N = G[®(ma), ., (m)].

Essa é equivaléncia elementar, entre dois conjuntos diferentes. Contudo, se M ¢é

subestrutura de N, podemos pedir algo um pouco mais forte:

Definigao (Subestrutura elementar). Se M é subestrutura de N, entdo M é subestru-
tura elementar de N, ou M < N, quando M = ¢[] se e s6 se N |= @[], tal que ¢(7)

é qualquer L-férmula e s : Var — M é uma atribuigdo de varidveis tal que s(v;) = m;.

Em esséncia, estamos pedindo que elementos de M se comportem do mesmo jeito em
M e N. Uma consequéncia é que subestruturas elementares também sio submodelos
do modelo M: isto é, qualquer teoria que M modela também serd modelada pelas suas
subestruturas elementares.

Existe uma formulagdo equivalente que pode ser mais clara, contudo:
Teorema (Teste de Tarski-Vaught). Seja M subestrutura de . Sao equivalentes:
« M <N;

o Se ¢(x,¥) é uma férmula e a; € M, entdo se existe n € N tal que N |= ¢[d, n|, deve
existir m € M tal que N = @@, m]

Alternativamente, entao, estamos pedindo que se N | Jxop[d, z], com a; € M e x
ainda sendo uma variavel, entao precisa existir alguma testemunha em M que valide essa
afirmacao existencial.

Podemos usar esse teorema para concluir o teorema mais preocupante para a teoria

de conjuntos:

Teorema (Teorema de Lowenheim-Skolem para baixo). Seja £ uma linguagem contével

e M uma L-estrutura. Entao M possui uma subestrutura elementar contavel.

Demonstracio. A ideia subjacente é que, se a linguagem s6 gera uma quantidade con-
tavel de férmulas existenciais, a estrutura s6 precisa ter uma quantidade contavel de

testemunhas para essas formulas. Para formalizar isso, definimos um novo objeto:

Definigao. Seja ¢(7, ) uma L-férmula. Uma fungio de Skolem é uma funcao f, tal
que M = Jzp[m, x] — M = ¢[ni, fu,(m)], para qualquer m € M. Em esséncia, fungoes
de Skolem selecionam uma testemunha para a férmula 3z (z): um elemento de M que
justifica a assercao dessa formula existencial. Naturalmente, se 1) possui outras variaveis

livres, a nossa testemunha depende delas também.
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Podemos entao tomar F' como o conjunto das fungoes de Skolem f; para cada féormula
¢ da linguagem L. Esse conjunto é contdvel (pois £ é contével e toda ¢ é s6 uma
sequéncia finita de elementos de £). Seja entdao A um subconjunto contavel ndo-vazio de

M. Podemos fazer a seguinte construcao:

AO — A
A ={f(@)]a € A, f € F}

Intuitivamente, a cada passo estamos adicionando todos os elementos que sao teste-
munhados pelas fun¢ées em F' parametrizadas pelos elementos em A;. Podemos entao
tomar a uniao de todos esses conjuntos:

€W

Esse conjunto é uma subestrutura: a presenca das constantes é garantida pela exis-
téncia de testemunhas para férmulas do tipo Jz(z = ¢) e o fechamento sob as fungoes é
garantido por férmulas do tipo Jz(z = f(7)) (com ¥ livre). Ele também satisfaz o teste
de Tarski-Vaught por construcdo: estamos colocando testemunhas em A, para todas as
afirmacoes existenciais que M modela. Por fim, ele é contavel, pois é uma uniao conta-
vel de conjuntos contaveis (A é contavel e F' também). Assim, temos uma subestrutura

elementar contével de M. O

Isso significa que a teoria de conjuntos (cuja assinatura ¢é finita, sé tendo o simbolo
de relagdo €) pode ser modelada por um conjunto contével, se ela possui algum modelo.
Como sugerido no "para baixo", esse teorema é acompanhado por uma versdao "para

cima':

Teorema (Teorema de Lowenheim-Skolem para cima). Seja £ uma linguagem contavel,
M uma L-estrutura infinita e k um cardinal. Entao existe uma estrutura A tal que

M <N e|N|> k.

Nao demonstraremos esse teorema aqui, mas algo préximo dele é simples de demons-

trar por compacidade:

Teorema. Seja I' um conjunto de sentencas que possui um modelo infinito e £ um
cardinal infinito. Existe M =T tal que |M| > k.

Demonstracio. Seja LT a linguagem £ mas acrescida de novos simbolos de constante
{d;|i € K}, e '™ o conjunto de sentengas I' acrescido de novas sentengas A = {d; #
dj|i,j € k,i # j}. Qualquer subconjunto finito de I'" é satisfativel: I' j era satisfativel,

e qualquer subconjunto finito de A s6 afirma que existem um nitimero finito de elementos
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distintos. Assim, compacidade diz que I'" é satisfativel, portanto existe um modelo que

satisfaz I' e, por satisfazer A, possui ao menos x elementos distintos. n

Podemos notar algo interessante sobre compacidade nessa prova: ela nao s6 permite o
passo de indugdo usual do finito para o infinito contével (o que costuma ser chamado de
"compacidade contével"), mas sim um passo de indugao do finito para qualquer infinito.

Em suma, esses teoremas significam que, para qualquer estrutura infinita M, nao é
possivel definir um conjunto de axiomas de primeira ordem que s6 descreve essa estrutura
e nada mais. No minimo, esses axiomas também descreverao os modelos alternativos pre-
vistos por Lowenheim-Skolem: e, por esses modelos possuirem cardinalidades diferentes,
eles nao sao isomorfos entre si. Em outras palavras, teorias com modelos infinitos nao

sdo categodricas: elas possuem mais de um modelo.

3 Teoria de Conjuntos

3.1 Relativizacao

Nas proximas duas se¢oes faremos um desenvolvimento de ideias um pouco mais
avangadas da teoria dos conjuntos que sao necessarias para entender o forcing. Seguiremos
o capitulo 6 de Weaver (2); os capitulos 2-5 podem ser consultados para os bésicos de
teoria de conjuntos pressupostos.

O nosso objetivo principal nessa secao é construir o modelo base a partir do qual tra-
balharemos: um modelo M contavel, standard e transitivo. Vimos na secdo anterior
que, pelo teorema de Lowenheim-Skolem para baixo, conseguimos um modelo contavel a
partir de qualquer modelo. Nessa secao, cuidaremos das outras duas propriedades.

Os resultados da teoria de modelos que ja vimos sao gerais: eles se aplicam a qualquer
teoria de primeira ordem, incluindo ZFC. Para analisar ZFC em especifico, contudo, é
comum usar uma linguagem diferente, que internaliza a ideia de um modelo da teoria de

conjuntos ao universo de von Neumann, V.

Definicao (Relativizacao). Se ¢ é uma férmula da teoria de conjuntos, ¢y é a férmula
obtida restringindo todos os quantificadores ao conjunto M C V: "Vx(¢)'"vira "Va(z €
M — ¢)'e "Jz(¢)"vira "Jz(x € M A1)". Dizemos que ¢ ¢ a relativizagdo de ¢
em M, e, como usual em provas informais, escreveremos quantificagao restrita como

Ve € M(¢) e 3z € M(v).

A ideia de relativizar uma férmula ¢ a um conjunto M é analoga a ideia de interpretar
uma férmula ¢ num modelo M de dominio M. Contudo, relativizacao também garante

que a interpretacdo da relacdo de pertencimento em M, €M, é a mesma relacdo de

14



pertencimento € usual em V', s6 restrita ao conjunto M. Essa propriedade desses modelos
¢é o que os torna modelos standard.

Podemos, entdo, transformar axiomas e teoremas sobre V' em propriedades de con-
juntos arbitrarios. Um conjunto M é denotado extensional se nele vale o axioma da
extensionalidade relativizado: dois conjuntos x,y € M sao diferentes se e s6 se x N M for
diferente de y N M, isto &, se os seus elementos (relativizados a M) sao diferentes.

Introduziremos aqui dois resultados tteis relacionados a relativiza¢ao (provas podem

ser vistas nos capitulos 6 e 7 de Weaver (2)):

Teorema (Lema do colapso de Mostowski). Seja M um conjunto extensional. Entao
existe N transitivo tal que M e N sdo €-isomorfos (i.e. isomorfos quanto a linguagem de
ZFC, que s6 possui o simbolo de relagao €). Tanto N quanto o isomorfismo ® : M — N

sao Unicos.
e, para féormulas arbitrarias ¢, podemos demonstrar o "esquema de teorema':

Teorema (Principio da reflexao). Existe um conjunto contavel transitivo M tal que

¢ < Oru

Esses resultados, combinados com Lowenheim-Skolem, serve para justificar o seguinte

conjunto de axiomas:
Definicao (ZFC*). ZFC™ é um conjunto de axiomas que consiste em:
e Os axiomas ZF'C

o A afirmacado que existe um conjunto, denotado pelo novo simbolo de constante M,

contavel e transitivo
e Os axiomas ZF(C relativizados & M
Teorema. Se ZF(C é consistente, ZFC™ também é.

Demonstracio. Se ZFC™ é inconsistente e ZF(C' é consistente, existe uma prova de uma
contradigao ¢ A =¢ que usa algum dos axiomas Z F'C relativizados a M (pois ZFC por si
s6 é consistente). Essa prova é finita, entdo uma sequéncia finita de axiomas a%M Oy
sao usados. S = al Aa?A ... Aa™ (a conjuncao dos axiomas apropriados nao-relativizados)
é um teorema de ZFC, entao pelo principio da reflexao existe uma prova que existe um
conjunto contavel transitivo N tal que vale By, i.e. valem os axiomas relativizados a N.
Podemos entao concatenar a nossa prova de uma contradi¢io a partir de ZFC™ ao final
dessa prova de 3y, mas substituindo todas as instancias de M na prova da contradicao

para N. Temos entdo uma prova em ZFC de ¢' A —¢', onde ¢’ tem todas as instancias
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de M substituidas por N. Essa féormula ainda é uma contradi¢do, entao conseguimos
construir uma prova de contradi¢ao partindo de ZF'C usando uma prova de contradi¢ao
partindo de ZFC™. ]

Assim, daqui para frente, trabalharemos em ZFC™: essencialmente ZFC, acrescido

da hipdtese que existe um modelo contavel e transitivo de ZFC.

3.2 Absolutez

Antes de falar de forcing, é relevante delimitar quais tipos de sentencas sao passiveis de

serem demonstradas pelo uso da técnica. Para esse fim, exploramos a nogao de absolutez:

Definigao (Absolutez). Sejam M e N modelos. Uma sentenca ¢ é dita absoluta entre
M e N quando M =9 <= N [ ¢ (ou, para férmulas abertas, M = ¢[d] <= N E
Y[d], para qualquer @ tal que a; € M N N). Mais fracamente, se M E ¢ — N [ 9,
dizemos que 1) é absoluta para baixo quando M O N e absoluta para cima quando

MCWN.

Seguindo Kunen (3, p. 117), podemos também definir absolutez usando a nogao
de relativizacao. Isso é particularmente 1til se desejamos dizer que certas féormulas sao

absolutas entre algum modelo M da teoria de conjuntos e o universo V:

Definigao (Absolutez em V). Seja M C V um modelo da teoria de conjuntos. Uma

formula ¢ (xq ... z,,) é dita absoluta entre M eV (ou sé absoluta em M) se vale:
Vo ..x, € M (Yip(xy ... z) < (a0 2y))

A ideia, aplicada ao forcing, ¢ que podemos demonstrar a absolutez de certas classes
de sentencas para certas classes de modelos. Com isso, demonstramos que essas sentencas
nao sao passiveis de resultados de independéncia (onde um modelo da classe satisfaz ¢
e outro —¢), e resultados de consisténcia se tornam mais fortes (pois se algum modelo
M = ¢ entdo o mesmo vale para qualquer outro modelo da mesma classe).

Um dos exemplos mais famosos de uma propriedade nao-absoluta na teoria de con-
juntos estd no paradoxo de Skolem. Pelo teorema de Lowenheim-Skolem para baixo, se a
teoria de conjuntos ZFC possui algum modelo (infinito), ela tem um modelo contavel M.
Mas a teoria de conjuntos ZFC prevé a existéncia de conjuntos incontéveis: por exemplo,
o conjunto das partes de w. Como esses conjuntos podem ser incontaveis, se eles pegam
os seus elementos de um dominio contéavel M?

A resposta é que contabilidade nao é uma propriedade absoluta. Dizer que X é
contavel é dizer que existe uma bijecao £’ entre X e w. Contudo, mesmo se essa bijecao

existe em V', ela ndo necessariamente precisa existir em M. Dessa forma, um mesmo
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conjunto X pode ou nao ser contavel, dependendo do contexto - o modelo - no qual ele
esta.

Nessa secao, falaremos de resultados de absolutez entre os modelos de ZFC que tra-
tamos em forcing.

Considere uma férmula livre de quantificadores. E facil ver que ela é absoluta em
qualquer M C V: as formulas atomicas sao © = y e © € y, e para quaisquer x, y € M
elas valem em M se e s6 se elas valem em V' (pois os elementos relevantes sao os mesmos).

Contudo, se estamos tratando de modelos transitivos, podemos até ir um pouco além:

Teorema. Seja M C V um modelo transitivo da teoria de conjuntos. Qualquer formula
que s6 possui quantificagao restrita (i.e. todos os quantificadores sdo da forma Vz € y ou

dx € y) é absoluta em M.

Demonstracio. Seja ¢ = 3z € y(v) = Jz((z € y) A1) e suponha que ¥ é absoluta em M.
Por transitividade, ¢y = 3z((x € M)A (z € y) Au) € equivalente a Fz((z € y) Aa):
y pertence a M (pela definicao de absolutez em V', as varidveis livres s6 percorrem M),
portanto se € y entdo x € M. Pela hipétese que 1 é absoluta, ¢ € equivalente
a Jz((z € y) AN 1). Portanto ¢ é equivalente a ¢, e ¢ é absoluta. Por indugao na

quantidade de quantificadores (e traduzindo V1) como —3x—)), obtemos o teorema. [

Essas férmulas consistem na base de uma hierarquia chamada de hierarquia de Lévy.
A hierarquia de Lévy é uma forma de caracterizar a complexidade de férmulas da teoria
de conjuntos ZFC. Em esséncia, féormulas com maior profundidade de alternancia de

quantificagao irrestrita (VZ 3y V2 ...) sdo tratadas como mais complexas.
Definigao (Hierarquia de Lévy). Definida por indugao:

o Ay =Xy = Il sao todas as férmulas equivalentes a uma férmula ¢ onde todos os

quantificadores estao restritos: aquelas descritas no teorema anterior.
e Y,.1 sao as formulas equivalentes a uma féormula ¢ = dz;...3z,¢. onde ¢ € 11,
o I, sdo as férmulas equivalentes a uma formula ¢ = V,...Vai¢, onde ¢ € ¥,
e A, =X,NII,

Note que essa defini¢ao nao se preocupa muito com a sintaxe das formulas individuais,

mas sim com classes de equivaléncia de férmulas em ZFC. Para clarificar a teoria sob a
qual estamos definindo equivaléncia, podemos usar (por exemplo) o superscript AZFC.

ZFC
A0

No teorema anterior, entao, demonstramos que todas as formulas sao absolutas em

qualquer M transitivo.
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Uma nogao relacionada sao as hierarquias analitica e aritmética. Nesse caso, o supers-
cript denota a ordem da teoria aritmética na qual estamos trabalhando: A% (hierarquia
aritmética) se refere a formulas de primeira ordem (que falam somente sobre niimeros
naturais), enquanto Al (hierarquia analitica) se refere a férmulas de segunda ordem (que

falam sobre fungdes dos naturais aos naturais). A definigao é anéloga:
Defini¢ao (Hierarquia analitica). Definida por indugao:

o Al =3} =TI} sdo todas as féormulas equivalentes a uma férmula 1 onde todos os
quantificadores estao restritos a N. Essas sao as férmulas da aritmética de primeira

ordem usual.
« X!, sdo as formulas equivalentes a uma formula ) = 3f € N¥¢. onde ¢ € I},
o II; ., sdo as férmulas equivalentes a uma férmula ¢ = Vf € NN¢, onde ¢ € X1
o Al =XINnT1Il

Nao entraremos a fundo na hierarquia analitica aqui. Contudo, ela permite que ex-

pressemos um resultado 1til para o forcing (que nao provaremos):

Teorema (Teorema de absolutez de Shoenfield). Toda X}-férmula e II3-férmula é abso-

luta para todo modelo transitivo M de ZF' que contém os mesmos ordinais que V.

Esse teorema é 1til pois ele coloca um limite razoavel no uso do forcing para atacar
outros problemas nao resolvidos na matematica: varios problemas em aberto, desde os
obviamente aritméticos (e.g. conjectura dos primos gémeos) até os menos ébvios (e.g. P
= NP) sdo equivalentes a férmulas menores ou iguais que X} e/ou II} na hierarquia, e
portanto sdo absolutos para os modelos gerados pelo forcing (que possuem os mesmos

ordinais que V). Assim, ndo podemos usar forcing para provar a independéncia desses
problemas de ZF(C).

3.3 Forcing

Existem outras maneiras de caracterizar o forcing via algebras booleanas. Contudo,
aqui seguiremos o formalismo feito em Weaver (2).

Seja M o nosso modelo contével e transitivo previsto nos axiomas de ZF'CT. Os nossos
axiomas permitem fazer as nossas construcgdes usuais relativizadas a M: por exemplo,
existe algum @M que satisfaz o axioma do conjunto vazio relativizado a M, ou algum
P(w)™ que satisfaz a construcio usual do conjunto das partes de w relativizada a M.

Contudo, como discutido na parte de absolutez, esses conjuntos nao necessariamente sao
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os mesmos que em V: para que sejam, precisamos que a formula ¢(z) que afirma "z é
um conjunto vazio'ou "x é o conjunto de partes de w'seja absoluta entre M e V.

Como também demonstrado na ultima se¢do, a transitividade do modelo implica que
propriedades que s6 dependem dos elementos de algum conjunto x sdo absolutas: nesse
caso a propriedade s6 depende de quantificadores da forma "existe y em x"ou "para todo
yem z', entao se x € M por transitividade temos que x C M e a relativizagao nao muda
nada. Por isso é facil ver, por exemplo, que a propriedade de ser um ordinal é absoluta:
"r é totalmente ordenado por €'e "x ¢ transitivo'ambos s6 dependem de elementos de x.

Pelo argumento que fizemos para o paradoxo de Skolem, tanto X; quanto P(w) nao sdo
conjuntos absolutos, e XM e P(w)™ sdo conjuntos (infinitos) contéveis em V. Portanto,
existe alguma bijecao entre esses dois conjuntos em V. Para demonstrar a hipdtese do
continuo (que os dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade) em M, precisamos
inserir essa bijecao em M, sem fazer com que M deixe de ser modelo de ZFC. Aqui
introduziremos parte do formalismo desenvolvido para fazer isso.

Suponha que desejamos adicionar uma fungdo de w em {0, 1} a M. Faz sentido
considerar essa acao como sendo um procedimento: ao invés de inserir a fun¢ao toda
de uma vez, podemos inserir em cada passo fungoes de subconjuntos finitos A C w em
{0, 1}, tal que ao fim do procedimento temos varias fungdes que, unidas, sdo a fungao

desejada. Usando essa ideia como guia, podemos fazer a seguinte construcao:

Definigdo. Seja P um conjunto (no nosso exemplo motivador, o conjunto de todas as

fungdes de subconjuntos finitos A C w em {0, 1}). Entao:
e Sep,q € P epCqentao g é uma extensao de p.
» Dois elementos p, ¢ € P sao compativeis se existe r € P que estende ambos.

e Um subconjunto D de P é denso se para todo p € P existe d € D que estende p.

Ele é denso acima de p se toda extensao de p € P possui extensao em D.
O conjunto P € M, nesse contexto, sera chamado de um forcing.
Definicao. Um ideal G de um forcing P é um subconjunto G C P que satisfaz:
1. Estabilidade para baixo: se ¢ € G e g estende p € P entdo p € G
2. Direcionalidade: se p;,p, € G entao existe ¢ € G que estende pq, po
Esse ideal é genérico para M se ele intersecta todo D C P denso que existe em M.

No nosso exemplo motivador, um ideal G é um conjunto de fungdes compativeis entre

si: se tomarmos a unido de um ideal, ela serd uma funcdo de algum A C w em {0, 1}.
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Um ideal genérico, em especifico, é o que estamos procurando: se tomarmos a uniao dele,
ele serd uma func¢ao de w em {0, 1}. Isso é porque, para todo n € w, o conjunto D,, que
contém todas as fungdes com n no seu dominio é denso: toda funcao p € P ou ja possui
n no dominio ou pode ser estendida a uma fung¢do com n no dominio. Assim, um ideal
genérico intersecta Dn para todo n € w, e portanto a sua uniao possui todo n € w no seu
dominio.

Por isso, o seguinte teorema ¢é importante:

Teorema. Seja P um forcing e py € P. Entao existe um ideal genérico G de P tal que
Po € G.

Demonstracao. Ja que M é contavel, entdo o conjunto de densos de P ¢é contavel. Pode-
mos entao enumera-los como (D,,). Definimos a sequéncia (p,) (iniciada em py) tal que,
para todo p,, pnir1 ¢ uma extensao de p, presente em D,,. Entdao o conjunto

G ={pe P|pCp, para algum n}

¢ ideal genérico para M. Estabilidade para baixo e genericidade valem pela defini¢ao,
enquanto direcionalidade vale pois, se p C p,, ¢ C p, e (sem perda de generalidade)

Dn C Dy, €ntao p, ¢ C piy- O

4 Conclusao

Trabalho conseguiu fazer um adentramento razoavel em logica. Contudo, o aprofun-
damento no tépico nominal da pesquisa (forcing) nao foi muito grande, em parte devido
a complexidade do tépico e em parte devido a um foco maior dado para a frente de
teoria de modelos. Algumas possibilidades de topicos relacionados de pesquisa, ou para
continuidade da pesquisa na poés-graduagdo ou como sugestao para alunos interessados

na area:

o Continuidade em forcing: Uma exploracdo completa do tépico de forcing nao

foi feita, entdo é possivel avancar no topico pelos livros-texto escolhidos.

« Justificagao de axiomas: Frente a resultados de independéncia, quais os critérios
pelos quais devemos escolher quais axiomas adotar? Em um nivel mais bésico, se es-
tamos trabalhando na formalizacao de alguma area da matematica, como podemos

escolher axiomas bons?

o Computabilidade: A area da computabilidade fornece varios resultados interes-
santes: por exemplo, resultados relacionados a hierarquia analitica vista na parte
de absolutez. Uma pesquisa mais avancada na area de computabilidade pode ser

interessante.
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e« Modelos nonstandard: Existe alguma pesquisa na area de modelos unusuais
da aritmética ou da andlise. Investigar como esse tratamento é feito pode ser

interessante.

» Interpretabilidade: Modelos gerados por técnicas de IA modernas para resolver
problemas costumam se comportar da forma esperada para resolver aquele pro-
blema, mas nao é facil extrair o porqué deles se comportarem daquela maneira.
Técnicas da logica, entre outras, estdao sendo pesquisadas para resolver esse pro-
blema (ou 'interpretando'modelos em arquiteturas existentes, ou criando novas

arquiteturas que sdo mais facilmente interpretéveis).

» Visoes filoséficas sobre a matematica: Existem varias perspectivas sobre como
devemos pensar sobre a matematica, com alguma intersec¢do com filosofia da cién-
cia: platonismo, ficcionalismo, nominalismo, finitismo, construtivismo, instrumen-
talismo etc. Pode ser interessante fazer um apanhado geral dessas perspectivas, ou

analisar as consequéncias de alguma em especifico.
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