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1 Resumo do projeto

Ferramentas modelo-teoréticas possuem grande potencial para serem aplicadas em
outras areas da matematica. Um exemplo notavel foi o desenolvimento da técnica de
forcing por Paul Cohen. Essa técnica, originalmente desenvolvida para demonstrar a
independéncia da Hipotese do Continuo dos axiomas ZFC da teoria de conjuntos, se
tornou uma ferramenta 1til ndo sé na teoria de conjuntos, mas também na andlise e na
teoria dos niimeros.

O forcing funciona através da construcao de modelos alternativos dos axiomas da
teoria de conjuntos (geralmente os axiomas ZFC) mas que também satisfazem alguma
afirmagao extra « (por exemplo, a Hipétese do Continuo ou sua negacao). A existéncia
desses modelos entao permite dizer, em termos modelo-teoréticos, que ZFC ¢é consistente
com « (i.e. existe um modelo onde ZFC e o sao ambos verdadeiros). Se ZFC é consistente
com « e a sua negacao, dizemos entao que « é independente de ZFC — ZFC valer num
modelo nao diz nada sobre se « vale ou nao.

Métodos de forcing estao sendo aplicados em diversas areas da matematica pura, mas
o seu carater obscuro apresenta problemas tanto na producao de provas utilizando forcing
quanto na sua revisao por pares. O objetivo do projeto é aprender sobre essas técnicas
e produzir um artigo que resuma esse aprendizado, para poder construir uma base para

outros estudantes e pesquisadores.

2 Participacao em eventos

2.1 SPLogIC 2023

Participei na Sao Paulo School of Advanced Science on “Contemporary Logic, Rati-
onality, and Information” - SPLoglC' em fevereiro. O evento foi uma escola de verao
de duas semanas oferecendo oito cursos em logica, além de aulas magnas apresentadas
por convidados e apresentacao de palestras e posters por alunos de graduacao e pos-
graduacao do mundo todo. Além de assistir os cursos, eu apresentei um poster sobre o
projeto presente na feira, que foi um dos premiados.

A escola foi dedicada ao aniversario de 90 anos do Newton da Costa, o logico da
Unicamp que deu origem ao estudo de 16gicas paraconsistentes (16gicas nao-classicas onde
nao podemos deduzir tudo a partir de uma contradicao, i.e. que nao afirmam o principio
da explosao). Boa parte do contetido da escola foi focado em légicas paraconsistentes
ou légicas nao-classicas em geral, sem entrar muito em teoria de conjuntos. Contudo, o

contetdo ainda foi bem enriquecedor.



Mesmo que o contetido nao tenha sido muito relacionado com teoria de conjuntos ou
de modelos, o desafio de apresentar o meu projeto e discuti-lo com outras pessoas (parti-
cularmente pessoas sem background em teoria de conjuntos) foi bem 1til para estabelecer
quais os pontos que eu acho interessantes da minha pesquisa em termos mais gerais, e

como conectar esses pontos com discussoes filoséficas ou cientificas mais amplas.

3 Disciplinas Cursadas

3.1 Anéis e Corpos - MAT0264

Como esperado, a disciplina teve muito overlap com o conteido de Grupos — varios
conceitos e teoremas vistos em Grupos possuem equivalentes em anéis. A revisao desses
conceitos com a adicdo de uma segunda operacao foi interessante para entender nogoes
de élgebra, e os anéis modelo que guiam o estudo de anéis (os inteiros, racionais, reais e
complexos) sdo bem ricos. Assim, os comentarios relativos & Grupos no semestre passado
se aplicam igualmente para Anéis e Corpos.

Varios conceitos sao novos, contudo, e eles sao de particular interesse para o estudo
de forcing. O mais 6bvio é a no¢ao de extensoes de anéis, que sdo comumente usados
como metéafora para o funcionamento do forcing: o verbete do nLab sobre forcing (1),
por exemplo, usa extensoes nilpotentes como exemplo para elucidar a ideia de forcing.
A natureza explanatoria dessas metaforas é contestado (matematicos como Asaf Kara-
gila (2) apontam que a légica e teoria de conjuntos no forcing é inevitavel, e s6 dlgebra
nao é suficiente nem num panorama geral), mas aprender sobre elas ainda é util. Uma
das palestras que assisti na SPLoglC, pelo professor de filosofia da matematica Fernando
Zalamea, apontou a importancia de ver certas orientagoes gerais no desenvolvimento ma-
tematico (na direcao de beleza, formalismo, parsimonia etc): mesmo que a metafora seja
falha, ainda acho 1til ver as duas técnicas como sendo instancias dessa mesma orientagao
na dire¢do de extender modelos mateméticos.

Nogoes algébricas como algebras booleanas também sao usadas no forcing, entdo o
conteido de Grupos e Anéis e Corpos provavelmente sera 1util de forma mais direta no

futuro. Elas nao foram abordadas nessa disciplina, contudo.

3.2 Teoria de Conjuntos - MAT0330

Disciplina bem direta de teoria de conjuntos, lidando com os axiomas ZF, defini-
¢ao de ordinais e cardinais e teoremas relacionados, e o axioma da escolha e teoremas

equivalentes. Cobriu o conteiido do Halmos e um pouco mais.



Em particular, eu achei a abordagem de cardinais muito melhor aprofundada que a
feita pelo Halmos. J& que boa parte das aplica¢oes de forcing lidam com cardinais incon-
taveis, ter um bom embasamento na definicdo de cardinal e na construcao de cardinais é

essencial para o topico da IC.

3.3 Forcing e Grandes Cardinais - MAT5003

Assisti a disciplina de verao Forcing e Grandes Cardinais como ouvinte nas férias. Nao
consegui acompanhar o meio da disciplina muito bem e o final coincidiu com a SPLoglIC
(entdo eu nao assisti), mas as primeiras aulas nas quais o professor Zanetti estabeleceu
(revisou?) a hierarquia analitica foram bem uteis, j& que eu nao planejava fazer nenhum

estudo de teoria da recursao.

4 Leituras Feitas

4.1 Herstein - Topics in Algebra

Livro usado como referéncia para a disciplina de Anéis e Corpos. A disciplina cobriu

toda a segdo sobre teoria de anéis (3° capitulo).

4.2 Cohen - The Discovery of Forcing

Artigo que li como referéncia para produzir meu poster para a SPLoglC.

O artigo ¢ uma transcricao de uma palestra dada por Paul Cohen em 2002 para
algebristas sobre forcing. Ja que parte do meu objetivo é elucidar metodologias de forcing
para audiéncias matematicas-mas-nao-logicas e légicas-mas-nao-matematicas, a proposta
da palestra me pareceu tutil.

No comecgo, Cohen faz um apanhado geral da motivagao formalista por tras do nas-
cimento da teoria de conjuntos e de métodos anteriores ao dele para provar resultados
de consisténcia — notavelmente, a nocao do universo dos construtiveis usada por Godel.
Depois disso, ele elucida a metodologia de forcing usando algebra.

Uma nota interessante esta no comego da palestra. A interpretacao natural de areas
fundamentais, como a teoria de conjuntos ou a légica, para matematicos em formacao ¢é
que essas areas servem para formalizar as ideias intuitivas sobre conjuntos ou raciocinio
com as quais matematicos de outras areas trabalham. Essa interpretacao natural entao
pode entrar em questao devido a resultados inesperados que limitam a intuicdo matema-
tica (e.g. a incompletude de Godel) ou sdo tteis em outras areas (e.g. o lema de Zorn),

convencendo o mateméatico em formagao que vale a pena aprender sobre a area.
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Contudo, Cohen aponta que resultados relativos a existéncia de multiplos modelos pa-
recem quebrar completamente a nossa intui¢ao sobre como a matematica deve funcionar,
o que faz com que matematicos potencialmente ignorem areas fundamentais pela razao
oposta: pois os seus resultados nao parecem mais representar o nosso raciocinio intuitivo.
O objetivo de Cohen ao elucidar o seu método é criar uma ponte entre a intuicao e os seus
resultados, de forma a mostrar que esses resultados nao precisam, a priori, representar

um grande desvio da intuicdo matematica natural.

4.3 Halmos - Naive Set Theory

Livro que usei como referéncia para a disciplina de Teoria de Conjuntos.
Livro classico da area. A disciplina de teoria de conjuntos abordou tudo nele e mais

um pouco.

4.4 Chang & Keisler - Model Theory

Continuei minha leitura do Chang & Keisler. Ja que planejo fazer uma disciplina em
teoria de modelos, estou lendo mais lentamente: terminei o 20 capitulo e li a primeira
secao do terceiro. Os capitulos sao razoavelmente densos, entao imagino que a disciplina

nao usara todo o conteudo.

4.5 Button & Walsh - Philosophy and Model Theory

Na SPLoglC varias pessoas me perguntaram sobre como a nog¢ao de forcing e a teoria
de modelos se relacionavam com questoes mais amplas da filosofia da matematica (a
discussao platonismo vs formalismo apareceu varias vezes) e eu nao sentia que eu tinha
muitas coisas interessantes para falar sobre o tépico. Para incrementar meu conhecimento
da drea, venho lendo (também lentamente) o Button & Walsh, que discute usos filoséficos
da teoria de modelos e a filosofia da teoria de modelos. Estou no processo de ler o segundo

capitulo.

5 Planos para préximo semestre

5.1 Continuidade em leituras

Planejo comecar minha leitura do Kunen agora que entendo melhor de teoria de
conjuntos e continuar minha leitura do Chang & Keisler, mas imagino que eles terao
bastante overlap com as disciplinas de p6s do semestre que vem. Continuarei minha
leitura do Button & Walsh.



5.2 Disciplinas a cursar

Planejo cursar as disciplinas de p6s de Teoria de Modelos e de Teoria de Conjuntos

semestre que vem, mas a carga didatica nao saiu no momento que escrevo isso.

5.3 Producao textual

Planejo continuar a escrita do produto final. Também gostaria em algum ponto produ-
zir uma apresentacao sobre os aspectos filoséficos do topico de pesquisa, para apresentar

para a comunidade do curso de Ciéncias Moleculares.
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